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[A(m),A(n)] = 𝑔(m,n, ℎ)A(m+ n)




, m = (𝑚1,𝑚2) ∈ Γ, n = (𝑛1, 𝑛2) ∈ Γ, ℎ ∈


















let Γ = Ze1 + Ze2, and Γ* = Γ∖{0}. For m = (𝑚1,𝑚2) and n = (𝑛1, 𝑛2) ∈ Γ, let R






[A(m),A(n)] = 𝑔(m,n, ℎ)A(m+ n)
where




m = 𝑚1e1 +𝑚2e2 ∈ Γ
n = 𝑛1e1 + 𝑛2e2 ∈ Γ
and ℎ ∈ R, 𝑖2 = −1. In this paper, we are concern about the structure of the Lie algebra
Aℎ. We discuss the case that ℎ ∈ R∖Q𝜋. We study the derivation, isomorphism classes
and automorphism group of the Lie algebra Aℎ .
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李群的定义是 1870 年左右挪威数学家 Sophus Lie 在研究微分方程的积分曲线族在什
么变换下不变时发现且建立起来的。而且是随着微分方程用积分求解的可能性问题以
















Virasoro 代数是 Witt 代数的泛中心扩张形成的无穷维李代数。事实上，Witt 代数是
单变量的 Laurant 多项式环上的导子代数。文献 [17]中，作者研究了Witt 代数的导子，
自同构群及其泛中心扩张。文献 [19]中，作者研究了 Heisenberg-Virasoro 代数的导子
和自同构群。量子环面是扩张仿射李代数的坐标函数，它的导子李代数与 Virasoro 代





























种类型，即 Aℎ −Dℎ, 它们依赖向量参数 h = (ℎ1, ..., ℎ𝑛), 其中 ℎ𝑖 ∈ R. 文献 [11] 研究了
这四类代数的中心扩张的顶点算子表示。而且文章指出当 ℎ = ℎ1 ∈ R, 李代数 Aℎ 及其
中心扩张其实就是三角正弦代数。同时，作者也说明了当 h = (ℎ1, ..., ℎ𝑛) 时，Ah 的一
维中心扩张 Âh 是 𝑔𝑙(∞) 的一个子代数。文献 [12],[13] 具体研究了三角正弦代数的顶



































C𝛿1 ⊕ C𝛿2 r = 0

























第二节，确定了李代数 Aℎ 的同构类，即李代数 Aℎ1 与李代数Aℎ2 同构的充要条
件是 ℎ1 − ℎ2 ∈ Z𝜋.
第三节，确定了李代数 Aℎ 的自同构群：




















第二章 李代数 Aℎ 的导子与自同构群
第二章 李代数 Aℎ 的导子与自同构群
在这一章里, 我们主要确定李代数 Aℎ 的导子，同构类及其自同构群。
我们记 C, R, Q, Z, 分别为复数集，实数集，有理数集及整数集。而且 C*, Z* 分
别表示非零复数集和非零整数集。记 Γ = Z2, 令 Γ* = Γ∖{0}, 我们用符号 e1 = (1, 0),
e2 = (0, 1) 表示为欧几里得空间 R2 上的标准基，则 Γ = Ze1 + Ze2.







[A(m),A(n)] = 𝑔(m,n, ℎ)A(m+ n)
其中





m = 𝑚1e1 +𝑚2e2 ∈ Γ, n = 𝑛1e1 + 𝑛2e2 ∈ Γ 及 ℎ ∈ R, 𝑖2 = −1.






2.1 李代数 Aℎ 的导子
在这一节里, 我们确定李代数 Aℎ 的导子，首先回忆一下导子的概念。
定义 2.1： 设 𝐿 是一个李代数，若 𝐿 上的线性变换 𝑑 : 𝐿 → 𝐿, 满足对任意的
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, 𝑑([𝑥, 𝑦]) = [𝑑(𝑥), 𝑦] + [𝑥, 𝑑(𝑦)], 则称 𝑑 为 𝐿 的导子。记 𝐿 的所有导子组成集合
为 Der𝐿, 且若 𝑥 ∈ 𝐿, 则 𝑦 ↦→ [𝑥, 𝑦] 是 𝐿 的线性变换, 记为 ad𝑥, 显然 ad𝑥 ∈ Der𝐿, 我们
将这种形式的导子称为 𝐿 的内导子，否则就称为是外导子。通常，用 𝐼𝑛𝑛(𝐿) 表示由
所有的内导子构成的集合。
接下来，我们先回顾一下文献 [22] 中关于导子的相关内容。记 𝐹 是一个特
征为零的域，𝐴 是一个 𝐹 𝑛 的非退化的加法子群，其中 𝑛 > 0，这里非退化是指
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命题 2.1： 设 𝐿 是一个 𝐴 分次的李代数, 𝐿 =
⨁︀
𝑥∈𝐴








Der(𝐿, 𝑉 )𝑥 = {𝐷 ∈ Der(𝐿, 𝑉 ) | 𝐷(𝐿𝑦) ⊂ 𝑉𝑥+𝑦,∀𝑦 ∈ 𝐴}, 𝑑𝑥 ∈ Der(𝐿, 𝑉 )𝑥.









其中，Der(𝐿)𝑥 为李代数 𝐿 的 𝑥 次齐次导子构成的向量空间。








































C𝛿1 ⊕ C𝛿2 r = 0




























































ℎ(𝑟1 + 𝑛1)𝑚2 − (𝑟2 + 𝑛2)𝑚1
)︀)︁
𝜙(r,n). (2.2)













因为 (2.3) 对任意的 m ∈ Γ*, n ∈ Γ* 都是成立的，所以我们可以取 m = (𝑘1, 0),n =
(0, 𝑘2), 其中 𝑘1 和 𝑘2 都为非零整数，则有
𝜙(0, 𝑘1e1 + 𝑘2e2) = 𝜙(0, 𝑘1e1) + 𝜙(0, 𝑘2e2) (2.4)
在 (2.3)式中，分别令 m = (1, 0),n = (0, 𝑘)和 m = (1, 𝑘),n = (0,−𝑘), 其中𝑘 ̸= 0, 则有
𝜙(0, e1 + 𝑘e2) = 𝜙(0, e1) + 𝜙(0, 𝑘e2) (2.5)
𝜙(0, e1) = 𝜙(0, e1 + 𝑘e2) + 𝜙(0,−𝑘e2) (2.6)
由 (2.5),(2.6) 两式可得
𝜙(0, 𝑘e2) = −𝜙(0,−𝑘e2) (2.7)
注意到 (2.7) 对任意的非零整数 𝑘 都是正确的。在 (2.3) 中，我们取 m = (1, 𝑘),n =
(0,±1),任意 𝑘 ∈ Z, 则
𝜙
(︀
0, e1 + (𝑘 ± 1)e2
)︀
= 𝜙(0, e1 + 𝑘e2) + 𝜙(0,±e2) (2.8)
结合 (2.5)-(2.8) 这几个式子，我们有
𝜙(0, 𝑘e2)± 𝜙(0, e2) = 𝜙
(︀




𝜙(0, 𝑘e2) = 𝑘𝜙(0, e2)
同理，我们可得
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再由 (2.4), 有任意 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z∖{0},
𝜙(0, 𝑘1e1 + 𝑘2e2) = 𝑘1𝜙(0, e1) + 𝑘2𝜙(0, e2)











经过简单的运算很容易验证，𝛿1, 𝛿2 是线性无关的导子。所以，dim Der(Aℎ)0 = 2.
接下来，研究 r ̸= 0 的情况, 对任意 r = (𝑟1, 𝑟2), 我们不妨假设 𝑟1 ̸= 0, 在 (2.2)式，
取 m = (0, 0),n = (0, 1)，则
− sin(ℎ𝑟1)𝜙(r,0) = 0








且在 (2.10)，令 m = (0, 𝑘), 则对任意的 𝑘 ∈ Z∖{0}, 有
𝜙(r, 𝑘e2) = −𝜙(r,−𝑘e2)























现在 (2.2) 式取 m = (𝑘1, 0),n = (0, 𝑘2), 则对任意的 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z∖{0},





















在 (2.12), 我们选取 𝑘2 = 1, 则



































𝜙(r, 𝑘1e1 + e2)
+
sin(ℎ𝑘1 + ℎ𝑟1 − ℎ𝑟2𝑘1)
sin(ℎ𝑘1)
𝜙(r,−e2) (2.14)






sin(ℎ𝑟2)𝜙(r, 𝑘2e2) = sin(ℎ𝑘2𝑟1)𝜙(r,−e1) (2.16)
另一方面，我们在 (2.2) 选取 m = (0, 1), n = (0, 𝑘), 则
sin(−ℎ𝑘𝑟1)𝜙(r, e2) + sin(ℎ𝑟1)𝜙(r,ke2) = 0


















综上所述，对任意的 r = (𝑟1, 𝑟2) ∈ Γ*, 以及任意 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z∖{0}, 𝜙(r, 𝑘1e1 + 𝑘2e2) 完全
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𝛼 为 𝐺 分次李代数，若 𝜎
是 𝑔 到 𝑔′ 的一个李代数同态，如果存在一个群 𝐺 的同态 𝜑 满足条件𝜎(𝑔𝛼) ⊆ 𝑔′𝜑(𝛼), 则
称 𝜎 是 𝑔 到 𝑔′ 的分次同态。如果 𝜎 是一个同构映射，则称 𝜎 为分次同构。
易知，任一个代数的分次自同构组成它的自同构群的子群。显然李代数 Aℎ1 和
Aℎ2 的分次空间都是一维的，其中 ℎ1, ℎ2 ∈ R∖Q𝜋. 所以若 Aℎ1 和 Aℎ2 分次同构，则





= 𝛼Aℎ2(n). 下面我们开始证明 Aℎ1 到 Aℎ2 的代数同构一定是分次同构。
首先，在 Γ 中定义字典序，即 (𝑚1,𝑚2) < (𝑛1, 𝑛2), 当且仅当 𝑚1 < 𝑛1 , 或者
𝑚1 = 𝑛1 且 𝑚2 < 𝑛2.
另外，除特别声明外，我们规定以后出现的任何求和式
∑︀𝑡






















= 𝜆0Aℎ2(0, 0), 其
中 𝜆0 ∈ C*.









,m ̸= (0, 0), 我们
不妨设 𝑚1 ̸= 0, 则
[Aℎ(m),Aℎ(e2)] = −2𝑖 sin(ℎ𝑚1)Aℎ(m+ e2) ̸= 0.







引理 2.2： 若 𝜎 是 Aℎ1 到 Aℎ2 的同构映射，则 𝜎 是分次同构。即对任意 m ∈ Γ*, 存




= 𝜆Aℎ2(n). 其中𝜆 ∈ C*.
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